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Uber heterogene Systeme mit kleinen Abmessungen
I. Die Kristallkeimbildung in kleinen Tropfen!

Von Rorr Lacmann

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft. Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 17 a, 808—811 [1962] ; eingegangen am 11. April 1962)

Aus den Uberlegungen von Haxszex iiber den Schmelzpunkt kleiner Kiigelchen wird eine Bezie-
hung zwischen den Oberflichenspannungen der festen und der fliissigen Phase und der Grenz-
flachenspannung fest-fliissig abgeleitet. Die Gleichgewichtstemperatur und die Keimbildungsarbeit
im System ,.Dampf—fliissiges Tropfchen—Kristallkeim im Tropfchen® werden abgeleitet. Die ein-
fache Gises—Tromsoxsche Gleichung fiir den Schmelzpunkt kleiner Kristdllchen und die Gises—
Vormersche Beziehung fiir die Keimbildungsarbeit gelten fiir kleine Tropfchen nicht, wenn die

fliissige und feste Phase verschiedene Dichten haben.

Die bisherigen Untersuchungen iiber die stabilen
und labilen Phasengleichgewichte in Einkomponen-
tensystemen beschréanken sich darauf, dal hochstens
eine Phase eine endliche (sehr kleine) Ausdehnung
hat. Systeme mit einer kleinen Phase sind fiir die
Keimbildung von Interesse; fiir das Entstehen neuer
Phasen ist es namlich oft erforderlich, eine Keim-
bildungsarbeit aufzubringen.

Eine statistische Untersuchung von Kaiscaew 2 be-
schaftigt sich mit dem Gleichgewicht in heterogenen
Systemen, an denen Phasen mit kleinen Abmessun-
gen teilnehmen. Es wird die Umwandlung kleiner
Kristéllchen in eine andere Modifikation behandelt.
Dazu wird die Methode der mittleren Abtrennarbei-
ten von Stranskl und Karscuew 3 etwas modifiziert.

Das Gleichgewicht zwischen zwei kleinen Phasen
untersuchte Hanszex? ausfiihrlich, indem er den
Schmelzpunkt eines festen Kiigelchens, das sich in
einer Dampfphase befindet, ermittelte. Die Unter-
suchungen beschridnken sich auf den vollkommen
gefrorenen und den vollkommen geschmolzenen Zu-
stand der kleinen Phase; es werden keine Aussagen
tiber die wahrend des Schmelzens und Gefrierens
auftretenden Zustiande gemacht. Die Gleichgewichts-
form des Kristalls wird aufler acht gelassen und statt
dessen eine Kugelform fiir die feste Phase angenom-
men. Auf diese Arbeit soll spéter noch eingegangen
werden.

Um die Kristallisation in kleinen Tropfchen unter-
suchen zu konnen. mull man in erster Linie das
Gleichgewicht im System ,,Dampf — flissiger Trop-

L Teil IT: Die Keimbildung in Wassertropfen, Z. Naturforschg.
17 a, 812 [1962], nachstehend.

2 R. Kaiscuew, Jahrb. Univ. Sofia, Phys.-Math. Fakultit 40,
B. 2 — Chemie, 177 [1943/44].

fen — Kristallkeim im fliissigen Tropfen“ und die
mit der Bildung des Kristallkeims verbundene Keim-
bildungsarbeit kennen. Die folgenden Untersuchun-
gen sollen sich mit der Berechnung dieser Groflen
beschiftigen.

Einfache Systeme

Um das System ,,Dampf — flissiger Tropfen — Kri-
stallkeim im Tropfen“ untersuchen und die Ergeb-
nisse deuten zu konnen, miissen die Beziehungen
fiir einfachere Systeme bekannt sein. Die hier be-
handelten Systeme besitzen keine oder nur eine

kleine Phase.

Die Phasengleichgewichte

Das Gleichgewicht zwischen einer kondensierten
Phase und seinem Dampf wird im einfachsten Fall
durch die Gleichung

In Px= — Q\'erd/(R T) +C (1)

wiedergegeben; p. =Dampfdruck der o~ groflen
kondensierten Phase; Qy.;q=molare Verdampfungs-
wirme; C = Dampfdruckkonstante.

Am Schmelzpunkt (7)) sind der Dampfdruck der
festen (f) und der flissigen (fl) Phase gleich
(po=p'e). Aus (1) erhilt man

Qsehm/ (R Ty) =Cy— Cp; (2)

Qschm = molare Schmelzwirme.
Stehen die fliissige und die feste Phase unter dem

3 L. N. Srranskr u. R. Kaiscuew, Phys. Z. 36, 393 [1935];
Ann. Phys., Lpz. (5) 23, 330 [1935].
4 K.-J. Hanszex, Z. Phys. 157, 523 [1960].
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KRISTALLKEIMBILDUNG IN KLEINEN TROPFEN

Druck 7, so wird der Schmelzpunkt auf die Tempe-
ratur 7' verschoben.

AT, _ _ AVina _ MAoa (3)

T, Qschm QSchm 0f 0f1

AT.=T-.—Ty; M =Molgewicht; ' =Molvolumen;
AVM[ =Vi— Vﬂ; o= Dichte = M/V, AQ:.Qf — 01 -
AT ist im allgemeinen positiv, da o0¢> 05 ist;
die bekannteste Ausnahme bildet das Wasser.
Das Gleichgewicht zwischen einer Dampf- und
einer kleinen kondensierten Phase ist durch die Be-
ziehung von THomson—G1BBs gegeben.

RT In(p:/p) =2Ma/(01); (4)

pr=Dampfdruck der kondensierten Phase mit dem
Radius r, 6 =Oberflichenspannung der kondensier-
ten Phase.

Ist die kleine Phase ein Kristallchen, das sich mit
seiner Schmelze, die eine grofle Ausdehnung hat, im
Gleichgewicht befindet, so ist der Schmelzpunkt des
Kristéllchenkeims um AT erniedrigt:

ATy /Ty= — 2 M o0/ (Qschm 0t bxc) 5 (5)

o1 = Grenzflachenspannung zwischen der festen und
der flissigen Phase; Ay = Zentraldistanz der Flachen
des Kristallchens.

Es sei darauf hingewiesen, dall die Gl. (3) die
Schmelzpunktverschiebung angibt, wenn sowohl die
fliissige als auch die feste Phase unter einem Druck
stehen. Gl. (5) gilt dagegen, wenn nur die feste
Phase unter einem erhohten Druck (2o0/r) steht;
ATy ist immer negativ. Fiir die Schmelzpunktver-
schiebung in einem unter dem Druck 7 stehenden
System ,,kleiner Kristall — grofle Schmelzphase® muf}
man AT~ + ATy aus (3) und (5) ansetzen. Ein sol-
ches System soll spater noch diskutiert werden.

Die Keimbildungsarbeiten

Zur Bildung einer neuen Phase ist vielfach die
Uberwindung einer Energieschwelle erforderlich. Fiir
ein Aggregat der neuen Phase, das sich mit der
Ausgangsphase im Gleichgewicht befindet (Keim),
betrigt nach Gisss ® die Keimbildungsarbeit

Ay=1%F o (6)
F = Oberflache des Keims.

Hat der Keim kugelformige Gestalt, so ist

Ac=16a63V"?/[3 (W —u")2]; (7)

5 J. W. Gisss, Collected Works, Yale University Press, New
Haven 1948, Bd. I.
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', @’ = Thermodynamisches Potential der Aus-
gangs- (") bzw. neuen (") Phase.

Fiir den Fall, daB aus der Dampfphase ein flissi-
ger oder kristalliner Keim entsteht, ist nach Vormer 8

4 w M? o3
= S 8
A]\ 3 R2 T2 ‘Qﬁond (].l’l p//pco)2 ( )
o ist ein Formfaktor, der fiir die Kugel =4 7z und
fiir Kristalle >4 7 ist. Fiir einfache Kristallformen
gilt w h2=F.
Fiir die Bildung eines kristallinen Keimes aus der
o groBen flissigen Phase kann man (8) mit Hilfe
von (1) und (2) umwandeln in
40 M2 o}y T2
A - £/11 0 . 9
I\ 3 Q%chm Q? (To_ T)2 ( )

Systeme mit mehreren kleinen Phasen

Das Gleichgewicht im System .,Dampf — fliissiges
Tropfchen — festes Kiigelchen™

Haxszen? untersuchte dieses System, um den
thermodynamischen Schmelzpunkt fester Kiigelchen,
die nicht von ihrer Schmelze umgeben sind, zu be-
rechnen. Er macht dabei folgende Voraussetzungen:
Die fliissige und die feste Phase haben kugelférmige
Gestalt. Dies trifft natiirlich fir Kristalle in der
Gleichgewichtsform nicht zu; die Ableitungen kon-
nen daher nur fiir amorphe feste Stoffe gelten. Am
thermodynamischen Schmelzpunkt sollen fliissige
und feste Phasen den gleichen Dampfdruck haben.
Da der Dampfdruck bei endlich grof3en Phasen von
ihrer Grofle abhéngig ist, mufl auch diese festgelegt
werden. Hanszen setzt die Masse der flussigen und
der festen Phase gleich. Daraus ergibt sich folgende
Beziehung zwischen dem Radius der flissigen und
dem der festen Phase:

rtIIropfen e rfI\ugeI(Qf/Qﬂ) /s .

Es wird also das Gleichgewicht zwischen der voll-
kommen festen und der vollkommen fliissigen Phase,
die beide von ihrer Dampfphase umgeben sind, be-
trachtet. Beide Phasen befinden sich natiirlich im
allgemeinen nur labilen Gleichgewicht gegeniiber
ihren Dampfphasen.

Unter diesen Annahmen erhidlt Hawnszen fol-
gende Beziehung fiir die Schmelzpunktsverschiebung

8 M. Vormer, Kinetik der Phasenbildung, Verlag Th. Stein-
kopff, Dresden und Leipzig 1939.
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(AT xyger) fiir kleine feste Kiigelchen:

4 TRugel R 2M ] [n’, _ G.n( 4 >:“v“ ] . (10)
T, Qschm 25 17 01

Man sieht. dal} die Schmelzpunktverschiebung
fester Kiigelchen, die von der Dampfphase umgeben
sind, nicht durch die Giss—Tnomsoxsche Gleichung
in der Form (5) wiedergegeben wird.

AuBlerdem wird angenommen, daf} am thermo-
dynamischen Schmelzpunkt im fliissigen Tropfen mit
dem Radius ry ein festes Aggregat mit dem Radius
riropfen - der nur wenig kleiner ist als rg (rgoPf"
—riforfen _¢) . gerade nicht mehr wachstumsfihig
ist.

Es miissen also am Schmelzpunkt die Dampf-
drucke eines festen Kiigelchens (r "%, p,). eines
fliissigen Tropfchens (rff™ . p,) und eines gerade
nicht mehr wachstumsfiahigen festen Aggregates
(rdrorfen _ ¢ p.). das sich in einem fliissigen Tropf-
chen (rd™P®" ) befindet, gleich sein. Es ist nach (1)
und (4):

0 . 2Ma

Inpy=— 27 T g7 gyren *C1» (118)
Qn 2M oy i
Inpe=— g0 R gy T C0 —
- Qs 4 2 M Oi1 e Oun C
In P3s= — RT RT 04 ].gropfeu L r’fl;ropfen — +0.
(11¢)

Geht man zu grofien Tropfen iber, bei denen
man ¢ gegen 7 fropfen vernachlassigen kann, und setzt
fiir p; den Dampfdruck des im Gleichgewicht befind-
lichen Keimes, bei dem Wachstum und Schmelzen

gleich wahrscheinlich sind. ein, so ist

o, 2M [mﬁﬁunkcf

R T R T i’i ).’fll‘ropfeni (ll ¢ )

Inpg= —

Durch Gleichsetzen von p; . p, und pg und unter
Beriicksichtigung obiger Beziehung zwischen rf"!
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und ry| erhilt man nunmehr

ot (0i/0n) * = o + ogypy . (12)

Aus dieser Gleichung kann man folgende Aussage
machen: Ist der Schmelzvorgang bei einem amor-
phen Stoff mit einer Volumenvergroflerung verbun-
den, wie es meistens der Fall ist, so wird der feste
Stoff nicht vollkommen von seiner Schmelze benetzt,
da o; < op + oyq) ist. Im umgekehrten Fall muf} eine
vollkommene Benetzbarkeit vorliegen.

Stransk1 © 8 forderte bereits frither eine solche
Beziehung fiir die Gleichgewichtsformflachen von
Kristallen. Da bei den Ableitungen eine kugelfor-
mige Gestalt der festen Phase vorausgesetzt worden
ist, kann Gl. (12) nur fiir amorphe Stoffe gelten.
Fir Kristalle miiiten noch die von Flidche zu Flache
verschiedenen geometrischen Besonderheiten bertick-
sichtigt werden.

Das Gleichgewicht im System .Dampf — flissiger
Tropfen — Kristallkeim im fliissigen Tropfen*

Aus den Untersuchungen tiber das System ,,Dampf
—fliissiger Tropfen — festes Kiigelchen® kann man
keine Schlisse iiber den Verlauf des Phaseniibergan-
ges fliissig — fest ziehen. Zur Bildung einer festen
Phase ist zunichst die Entstehung eines kristallinen
Keimes, der mit der flissigen Phase im labilen
Gleichgewicht steht, erforderlich. Wir wollen daher
das Gleichgewicht im System ,,Dampf — fliissiger
Tropfen — Kristallkeim im fliissigen Tropfen® be-
trachten, um dann die Keimbildungsarbeit in diesem
System berechnen zu konnen. Hierbei ist es ohne
Schwierigkeiten moglich, die Kristallform zu be-
riicksichtigen, so daf} die Uberlegungen nicht auf
amorphe Stoffe beschrankt zu werden brauchen.

Das System besteht aus einem fliissigen Tropfen
mit dem Radius (r=r{&°"™), in dem ein kristalli-
ner Keim enthalten ist, bei dem die Zentraldistanz
der Flichen & = A """ betriigt.

Der Dampfdruck der fliissigen Phase ist nach (1) und (4)

In )Tropfon e 01 +
Pfl RT

Tropfen
RT onry

2 M oy

+Cp . (13 a)

Die feste Phase steht dagegen unter dem Kapillardruck 2 o/rfi’"™® + 2 655 /A" | so daBl ihr Dampf-

druck
In 'I:ropfen: o Qs o
Px RT
ist.

7 1. N. Srraxsk1, Z. Phys. 119, 22 [1942].

2M | on
T R T (‘f r}l‘lrop(cu

Ot

o J +Cy (13b)

8 1. N. Srranski, Naturwiss. 30, 425 [1942].
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Tropfen

Setzt man pj g oten

=Pk
hErorfen — 2 M oyy TO[

T Eropfen

, so erhdlt man mit (2) die Grofle des festen Keimes als

2 M oy 40 Ty—QSchm 0t On r3y e AT oP*e"

= Gleichgewichts- oder Schmelztemperatur fiir den Keim im Tropfen.

811
hgropfen

(14)

Tropfen
TP 0 J .
2

Man kann (14) nach AT £ auflésen und erhilt:

ATEropfen _ 2M oy
Qschm 0t

Die Schmelzpunkterniedrigung setzt sich zusam-
men aus einer Schmelzpunkterniedrigung nach der
Tromson—GisBsschen Gleichung (5) und einer mei-
stens positiven Schmelzpunktverschiebung nach Gl
(3). Das Glied aus der Gl. (5) ist darauf zuriick-
zufithren, dafl der feste Keim einseitig unter dem
Kapillardruck 2 og/qy/hEP®" steht. Da auBerdem die
feste und fliissige Phase unter dem Kapillardruck
2 og/rfOP0 stehen, muB noch die Schmelzpunkt-
verschiebung nach (3) auftreten; 2 oy/rfi "™ steht
hier an Stelle von 7. Die Schmelzpunktverschiebung
nach (3) tritt nur auf, wenn der Schmelzvorgang mit
einer Volumeninderung verbunden ist. Sie macht
sich gegeniiber dem Glied nach (5) besonders be-
merkbar, wenn oy grofl ist im Vergleich zu oy,
und Ao gegeniiber o, so wie 1/rf""" gegeniiber
1/h Lropfen ~nicht vernachldssigt werden kann. Diese
Verschiebung bedeutet im allgemeinen eine Verklei-
nerung der Schmelzpunktserniedrigung nach (5);
lediglich bei einigen Stoffen, wie z. B. beim Wasser,
tritt dadurch eine weitere Schmelzpunkterniedrigung
auf. Betrachtet man den Radius des Keims (14), so
ist bei konstanter Temperatur der Gleichgewichts-
keim im Tropfchen meistens kleiner als in der gro-
Ben fliissigen Phase; beim Wasser ist es wiederum
umgekehrt.

Stranski 7 forderte bereits eine derartige positive
Schmelzpunktverschiebung fiir kleine Kristéllchen,
die mit einer Schmelzschicht umgeben sind, gegen-
iber dem Schmelzpunkt von grofien Kristallmassen.
Es muB} aber darauf hingewiesen werden, daf} auch
das Glied entsprechend Gl. (5) beriicksichtigt werden
mufl und dieses das Vorzeichen von AT fFoPfer he.
stimmen wird.

Die Keimbildungsarbeit fiir das System ,,Dampf —
fliissiger Tropfen — Kristallkeim im fliissigen
Tropfen*

Die Arbeit fiir die Bildung eines kristallinen Kei-
mes in einem Tropfen erhilt man aus (6) und (14)
oder aus (7) mit (13).

Tropfen
hreP

2M oy Ao

- Tropfen *
Qschm 9¢ 00 73"

(15)

Die Beziehung lautet:

ATronfen _ 4 @ M2 i T¢?
3

Tropfen
on ™"

2 M oy Ao Ty—QSchm 0; 0n 5™ AT ’

Diese neue Beziehung fiir die Keimbildungsarbeit
ist bei der Keimbildung in Tropfen an Stelle der
Vormerschen Beziehung (9) anzuwenden. Sie geht
in diese iiber, wenn r{P®" nicht zu klein ist,
oder 4o=0 wird. Die Verdnderung der Keim-
bildungsarbeit im Vergleich zu (9) ist um so
grofer, je grofler das Glied 2 M Ao oy T, gegeniiber
Qsehm 0 011 THIOP®™ AT ist. Dabei ist von besonderem
Interesse, daB dieser Effekt von einem grofen Ao
und oy, positiv beeinflult wird, wihrend er nicht nur
mit der Tropfengrofe, sondern auch mit steigender
Unterkiithlung abnimmt. In Gl. (16) ist nicht be-
riicksichtigt worden, daB sich rf""®" wihrend der
Keimbildung dndert; damit ist ndmlich eine Ober-
flichenarbeit und eine Anderung des Kapillar-
druckes verbunden. Man kann zeigen, da} sich der
Einfluf} dieser beiden Faktoren beinahe kompensiert,
so daB der Fehler in (16) vernachlassigbar klein
ist. Die Keimbildungsarbeit in Tropfchen ist meist
kleiner als die in einer groflen Phase; beim Wasser
ist sie dagegen grofer.

Diese Abhingigkeit der Keimbildungsarbeit von
der Tropfengrofle macht sich meist bereits bei Tropf-
chenradien von etwa 100 A bemerkbar. Demgegen-
iiber haben Tropichen, die als flissige Keime aus
der Dampfphase entstanden sind, einen Radius von
etwa 10 A.

Die Keimbildungsarbeit geht in die Keimbildungs-
haufigkeit (/) als Exponent ein; es gilt ndmlich die

Beziehung J=const. exp ( — A/kT).

Eine Erniedrigung bzw. Erhéhung der Keimbil-
dungsarbeit gegeniiber der Vormerschen Form, wie
sie oben dargelegt worden ist, mufl daher bei Un-
tersuchungen iiber die Bildung fester Phasen in
Tropfchen beriicksichtigt werden.

Auf die Anwendung der vorstehenden Uberlegun-
gen, insbesondere bei Wassertropichen, soll in der
folgenden Mitteilung ! eingegangen werden.

2

(16)



